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1 Equacions Diferencials Ordiraries Lineals i de Coe-
ficients Constants.

1.1 Introduccio i Definicions.

Quan parlem d’equacions diferencials ens trovem en el contexte de sisteges din
mics. Es important doncs donar una defidide sistema demmic.

Definition 1. Un sistemaés diramic si el seu comportament en el temps est
determinat per equacions funcionals en les quaresbntingudes variables en
diferents instants temporals; i.e. equacions funcionals en las que les variables
independents representen diferents moments del temps.

Per comprendre aquesta defibidiem de comenar per explicar&gés una
equacb funcional El concepte fonamentak el segent:

Definition 2. Una equadd funcionalés una equadien la que la inognitaés una
funcio.

Tots sabem que resoldre una fumebl dir trovar el valor (o valors) de la in-
cognita que satisfan I'equati Resoldre una equdcifuncional vol dir, doncs,
trovar unafuncio que satisfaci I'equadifuncionalidenticamentés a dir, la fun@
gue hem de trovar ha de satisfer I'equieitincional pequalsevolalor admisible
de la variable independent que apareixi en la fanci

Example 1. Pensem per exemple, en I'equauncional
y'(z) —y(z) =0

d , ..
ony'(z) = % gl problemaés trovar una fund tal que per qualsevol valor del

seu argument, el valor de la furici el de la seva primera derivada siguin iguals.
Aquesta fun@ ésy(z) = Ae” doncsy'(x) = Ae®, Vx. Per ser nés precissos hem
de dir que la solud@ de I'equacd diferencial proposad&sy(z) = Ae® perque
J Ae*dx = Ae*. Es a dir, la integracd representa la soludi d’'una equad
diferencial.

Pensem ara en una soldécalternativa comy(x) = ax + b, a,b € R. Sabem

quey’(x) = a. sifemz = a4 , tindrem tamk quey(z) = a, pero per qualsevol

a

2



altre valor dez, y(z) # v/'(2), Vz # x de manera que la fungiy(z) = ax + b no
satish identicament la nostra equazifuncional.

Pensem ara que denota temps. aleshoregx) = v/'(z) es pot considerar
com una igualtat que comtel valor dey en qualsevol moment del temps i el
que te en un cert momentgxim arbitrari determinat pey'(x). Com conven@
notacional, quam representi temps, ho denotarem per

Definition 3. Una equadd diferencialés una equadi funcional en la que inter-
venen les derivades de la ibgnita.

Definition 4. Una equadd diferencial ordinariaés una equadi diferencial que
te unalnica variable independent.

Definition 5. Una equadd diferencial parciales una equadi diferencial que te
varies variables independents, i per tant I'equadiferencial s’expressa en ter-
mes de derivades parcials.

Definition 6. L’ordre d’'una equadb diferencial ve donat per I'ordre de la derivada
més elevada que inteéven ella.

Definition 7. Una solucd d’'una equad diferencialés una fun@ que verifica
'equacio; a la grafica d’'una solu@® d’'una equad diferencial la denominem
corba integral.

Normalment una equatidiferencial admet una familia infinita de solucions;
cada membre d’aquesta familia@gtentificat per el valor d’'unes certes constants.
Tal familia de solucions es denomisalucb general Les constants que identi-
fiquen els diferents membres de la familia de soluicions s’anomeoestants
d’integracib. Cada element de la sol@cgjeneral s’anomersolucid particular.

Les equacions diferencialsas utilitzades en la damica ecoamica sonli-
nealsi de coeficients constant&questes@n tamle les nés senzilles des d’el punt
de vista matertic. Dedicarem la nostra ateda aquest tipus d’equacions dife-
rencials: Equacions Diferencials Ordnies Lineals i de Coeficients Constants.

Comenem amb un exemple senzill.

Example 2. Considerem I'equadi diferencialy’(t) = a, a € R. La solucd
d’'aquesta equadi diferencialés una fun® y(¢) que verifiquiy’(t) = a per tott.
D’acord amb el @lcul integral elemental sabem que

y(t):/adt:at—l—b, be R (1)
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Considerem ara un altre exemple.

Example 3. Trovar la solucd de I'equacd diferencialy” (¢) = a, a € R. Realit-
zant dues integracions succesives obtenim

y'(t) = /adt: at +b
1
y(t) = /(at +b)dt = 5@752 +bt+c, bceR (2)
Les funcions (1) i (2) 8n lessolucions generals de les respectives equacions

diferencials Notem que la solui general cori tantesconstants d’integraé
com l'ordre de I'equad diferencial.

La forma general d’'una equé&cdiferencial ordi@ria lineal i de coeficients
constants (que a partir d'ara i abusant del llenguatje, anomenarem senzillament
equacd diferencial)es

aoy™ () + ary™ V(@) + -+ ap 1y (t) + any(t) = g(t) (3)
on
e y™ (=1 representen les derivades d'oradrer — 1, ... ;
e a;, j=0,1,2,...,nsdbn constants donades (d’aqui que s'anomeni equaci

diferencial de coeficients constants)

e ¢(t) és una fun@ coneguda.

Notem que I'equadi diferencial (3)es lineal i la sevanica variable independent
ést. D’aqui doncs que (3) sigui una equadiferencial ordiaria lineal.

L'equach (3) es denominaquacd no homognia La seva forma homamia
corresponengs

aoy™ (t) + ary"™ V() + -+ a1y (1) + any(t) = 0 (4)

1.2 Tres teoremeditils.

Donada una equatidiferencial com (3), ens interessa utilitzar uns resultats que
permeten solucionar (3) i (4). Aquegirsels tres teoremes que enunciem a con-
tinuacb.



Theorem 1. Siy; (t) &€s una solud de(4), aleshoresAy; (¢) on A és una constant
arbitraria, tamte és soluab.

Proof. Siguiy, (t) una soludd de (4). Aixo vol dir

aoyt™ (1) + ary" V() + -+ an Y (8) + anpn () =0 (5)

Considerem ardy, (t) i substitum-la a (4) per obtenir
ao Ayt () + a1 Ayl TV (8) + -+ an 1 AYL (1) + an Ay (t) = 0

reordenant

(n—1)

Alagyt™ () + iyt V() + -+ an1i (1) + @ ()] = 0 (6)

Si Ay, (t) ha de ser solubivol dir que s’ha de verificar (6). Donat que(t) és
solucb de (4), I'expressi entre corxets s’anula, implicant que (6) es verifica per
qualsevol constar. O

Theorem 2 (Teorema de superposio)). Siy;(t) i y2(t) son dues solucions di-
ferentes (linealment independents)(dg aleshoresA;y; (t) + Asyq(t) €s tamie
solucb per qualsevols constants,, A, arbitraries.

Proof. La demostrad és semblant a la del teorema anterior. Siguift) i y(y)
dues solucions de (4). Aixo vol dir,
aoyy™ (£) + aryy”™ V() + -+ anoay (1) + an (1)

aoyS (1) + aryS V(@) 4 -+ anyb(t) + anys(t)

0
0

Considerem aral;y; (t) + Asyo(t) i substitum-la a (4) per obtenir

ao[ Ay (1) + Astd (0] + arn [Ay" V(1) + A"V ()] + .+
an—1[A197 (t) + Asys ()] + an[A1y1 (t) + A2ya(t)] = 0

reordenant
Atlaoy” () + ary" V(@) + -+ an i () + anyn (1)) +
Aslaoys™ (1) + arys V() + -+ an 1y (t) + anya(t)] = 0 (7)

Si Ajy1(t) + Asyo(t) ha de ser solubivol dir que s’ha de verificar (7). Donat que
y1(t) 1 y2(y) son solucions de (4), les expressions entre corxets s’anulen, implicant
gue (7) es verifica per qualsevols constafi{s As,. H
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Per clarificar una mica aquest teorema, podem fer tres comentaris:

e donada una equatdiferencial d’ordre, el resultat que presenta el teorema
es verifica per qualsevolimerok < n de solucions diferentes;

e donada una equdazdiferencial d’ordre:, es denominaonjunt fonamental
a un conjunt de: solucions linealment independents;

e diem quem funcionsy; (t), y2(t), ..., ym(t) son linealment dependents
existeixen constants,, A,, ..., A,, (nototes elles nul.les) tals que I'equaci
Z;”:l A,y;(t) = 0 es cumpleix i@nticament per tots els valors possibles de
t. En cas contrari, diem que les funcions $nlinealment independents

D’acord amb el teorema 2, per trovar la sofugeneral de 'equaéihomogenia,
podem trovam solucions diferenteg, (¢), y2(t), . .., y,(t) i combinar-les lineal-
ment en la fun@

Flt; A Ay A) =Y A(t)
=1

Donat que aquesta furicten constants arbiéries, ella sér la solucd general de

(4).

Theorem 3. Siguif(t; Ay, Ao, ..., A,) lasolucb general de I'equadi diferencial
(4), on A;, j = 0,1,2,...,n son constants arbitiries, i7(¢) és una solud
particular de(3), aleshores

és la soluad general dg3).

Proof. Aquest teotrema es pot demostrar substitunt (8) en (3) i comprobar que
aguesta darrera es verifica. Donat que la foiri8) coné exactament constants
arbitraries, sei la solucd de (3). O

Aquests teoremes ens diuen que el problema de solucionar unaGedifeci
rencial homognia es redueix doncs a trovar teuncionsy; (t), y2(t), . . ., yn(t).
Si I'equacb diferenciales no homognia a nés hem de trovar una solicparticu-
lar7(¢) i sumar-la a la soluéigeneral de I'equaéihomogenia.

La solucd particulary(t) deprenda ceteris paribus de la forma funcional de
g(t). Aix06 sugereix un ratode general (denominat dels coeficients indeterminats)
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que consisteix en especificar una saduparticular amb la mateixa forma fun-
cional que la fund ¢(¢) pero amb coeficients indeterminats. A contindaes
substitueix aquesta furicen la equaé no homognia i es determinen els coefi-
cients de manera que I'equa@s cumpleix.

1.3 Equacions Diferencials versus Equacions en Diferencies.

Hi ha una gran semblana entre les equacions diferencial i les equacions en-difer
cies en el sentit que molts dels teoremes genetales mateixos. Hi ha tangb
algunes difegncies que donen lloc a diferentes interpretacions@oayues. La
principal distinco formal és que en les equacions diferencialgaria de forma
confinua i tami& la funcd y(¢) &s coninua. En les equacions en dierciest

varia de forma discreta en un conjut de valors igualment espaiats de manera que la
funcié y(t) est solament definida pels valors corresponents A& o vol dir que
noés indiferent utilitzar equacions diferencials o en difaies en la formalitzagi

d’'un problema ecabmic; si pensem que un cert fament ecoomic dinramic te

lloc de forma corihua i sense retards discontinus, aleshores 'instrument ratitem

a utilitzar $n les equacions diferencials; si pel contrari pensem que ehfen

en glestd es desenvolupa de forma disdonf, I'instrument adienta les equa-
cions en difegncies. Sovint pero, no sefacil establir aquesta distircian rad-

ical, de manera que si volem evitar tenir d’utilitzar instruments matemte&s m
complicats (com les equacions mixtes en diferies-diferencials), tindrem que
decidir al principi quin enfoc ens sembla mes adient pel problema que volem
resoldre. Que tal decien prengui al principi es molt important perque I'us d’'un
instrument en lloc de l'altre pot donar resultats emoits diferents. Per exem-
ple, en el cas d’equacions de primer ordre una e@uatidifeencies pot donar a
dos classes de moviments nabon i oscil.lant, mentre que una equadiferencial
només admet moviments motons. Un exemple d’a&és I'aralisi de I'estabilitat

de I'equilibri entre oferta i demanda en un mercat competitiu ('anomenat teorema
de la trenyina).



